Obliczanie catek.
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Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie sie ze sposobami i mozliwo$ciami przybliZonego obliczania catek w
$Srodowisku GNU octave.

Wprowadzenie
Kwadratury

Zajmijmy sie przyblizonym obliczeniem catki postaci:

f o

dla funkcji f, czy ogo6lnie;j:

b
f FOp@)dt

gdzie p jest dang waga.

Do obliczania przyblizonego catek jednowymiarowych tzn. typu

c= fbf(t)dt

stuzy funkcja octave'a: quad. Jej najprostsze wywotanie to:
>> c=quad(FCN,a,b,D,S),

gdzie a,b to poczatek i koniec odcinka, D (doktadno$¢ wzgledna) - doktadno$¢ obliczenia catki, wartos¢
domys$lna to 1073 (parametr opcjonalny), S (opcja $ledzenia) - wektor zawierajacy miejsca osobliwe catki
(parametr opcjonalny), a FCN to wskaznik do funkcji octave'a postaci:

>> function y=f (x)
#komendy octave'a

endfunction

Jesli funkcja, ktérej catke chcemy obliczy¢ jest juz wczesniej zdefiniowana, to uchwyt do niej zwraca operator
octave'a @ , np. uchwyt do funkgcji sin zwrdci komenda: @sin.

Na poczatku wyproébujmy kilka prostych catek, ktére sami potrafimy obliczy¢ analitycznie:
. f_ll sin(x) dx (oczekiwany wynik: 0)
>> quad(@sin,-1,1)

. f: sin (x) dx (oczekiwany wynik: 2)
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>> quad(@sin, 0,pi)
. f01 V't dt (oczekiwany wynik: g)
>> c=quad (@sgrt,0,1)

W celu sprawdzenia wykonajmy nastepujace dziatanie:

>> ¢c-2/3
ans=2.2204e-016

otrzymany wynik to nic innego jak zero na poziomie btedu zaokraglen.
Czy funkcja quad () daje zawsze dobre wyniki? Rozpatrzmy prosty przyklad calki z funkcji z parametrem:

J,®= a‘lfl(i) w przedziale [—1,1] (wykres funkcji przedstawiono na Rys.1)

F1(t) = {1 _0|t| x € (=1,1)

w przeciwnym wypadku catka powinna by¢ zawsze réwna jeden.

Rys. 1. Wykres funkgcji f1(t).
Zdefiniujmy najpierw funkcje f1:

>> function y-fl (x)
y=1-abs (x);
y=y.* (y>0);

endfunction

c=quad(@fl,-1,1)

Otrzymali$émy jeden. Powtérzmy obliczenia dla a = 10~% gdzie k = 1,3,5,7, ..M

>> M=6;

>> c=a=zeros (M+1,1);

>>a (l)=1;

for k=M:1,
c(k)=quad (@ (x)a(k)*fl(a(k)*x),-1,1);
a(k+l)=a(k)*10;
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endfor
0Od pewnego momentu obliczone przybliZenia catek sa rowne zero zamiast jeden. Wychwyémy ten moment
doktadniej. Powtérzmy obliczeniadlaa € [le — 3,1e — 2].
>> a=linspace (100,1000,300);
>> M=length (a);
>> c=zeros(M,1);
>> for k=1:M,
c (k)=quad (€ (x)a (k) *fl(a(k)*x),-1,1);
endfor
>> plot (a,c)

Jest to dos¢ gwattowna zmiana.

Dlaczego tak sie dzieje? Funkcja octave'a quad () moze obliczy¢ przyblizenie catki korzystajac z co najwyzej
skonczonej ilo$ci wartosci funkcji na odcinku catkowania. Nos$nik funkcji f, jest bardzo maty dla wartosci
a = le — 3 wzgledem odcinka catkowania [—1,1], stad by¢ moze wszystkie obliczone wartos$ci byty réwne zero.
Mozna sie domysle¢, ze funkcje octave'a dziatajg na zasadzie czarnej skrzynki: podajemy parametry do funkcji,
a dana funkcja, w tym przypadku quad () powinna zwr6ci¢ przybliZenie catki.

Sprébujmy obliczy¢ te catke dzielagc odcinek [—1,1] na mate pododcinki i catkujgc po nich tzn.

b N-1 [Xk+h b—a
ff(t)dtzz f F()dt h="2; xy=a+k-h
a k=0 Jx, N
a kazdg catke f;kkmf(t)dt mozemy obliczy¢ przy pomocy funkcji octave'a quad ().
>> a=1000;
>> N=100;
>> h=2/N;
>> xk=-1;
>> g=@(x)a*fl(a*x);
>> c=0;

>> for k=0:(N-1),
ct=quad (g, xk, xk+h) ;
xk+=h;

endfor

>> abs (c-1)

OtrzymaliSmy btad abs(c —1) réwny ans=6.8505e-12, podczas gdy abs (quad(g,-1,1)-1) zwraca
btad réwny jeden. Oczywisci znajac nos$nik funkcji mozemy policzy¢ catke po jej no$niku. Otrzymamy:

>> a=1000;

>> g=@(x)a*fl(a*x);

>> c=quad(q,-le-3.1le-3)
>> abs (c-1)
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Blad jest ro6wny ans=1.1102e-16, czyli jest na poziomie btedu zaokraglen. Réwniez dla funkcji o duzej
zmienno$ci, np. silnie oscylujacych, funkcja octave'a quad () moze zwroécic zty wynik.

Spréobujmy scatkowaé np. sin (999-x) na odcinku [0,m] i poréwnajmy z dokladnym wynikiem
Jy sin(999 - x) dt = 1e — 3 - (1 — cos(999 - m)).

>> a=999;

>> g=0(x)sin(a*x);

>> c=quad(g,0,pi)

>> abs(c-(1/a)* (1-cos (a*pi)))

Tu funkcja quad() wydrukowata na ekranie ostrzezenie:

ABNORMAL RETURN FROM DQAGP

Warto wspomnie¢, ze funkcja quad () oblicza réwniez catki po odcinkach nieograniczonych. Za wartosci a, b w
wywotaniu quad (f,a,b) mozemy przyja¢ inf lub odpowiednio -inf, np. mozemy scatkowaé funkcje

2
exp (X?) po catej prostej rzeczywistej, czy jakiej$ pétproste;j:

>> g=0(x)exp(-0.5*x*x) ;
>> cl=quad(g,-inf, 0)

>> c2=quad (g, 0, inf)

>> c3=quad(g,-inf,inf)
>> c3-cl-c2

Kwadratury zloZone

Oczywiscie w octave'ie mozemy zaimplementowaé najprostsze kwadratury zlozone, np. najprostsza
kwadrature ztozona:

N
b_Taz fla+k-h)
k=1

Implementacja w octave'ie te]j kwadratury to:
>> function c=prostakw(f,a,b,N=300)
fkwadratura prostokatdédw prawostronna

b
[ r@acaen =

#Input: a,b, konce przedzialu catkowania

#N - iloé¢ puntow - domy$lnie 100

#f - wskaznik do funkcji - zwracajacej wektor wartosci dla wektora ddanych
#Output: ¢ - przyblizenie catki

>> h=(b-a) /N;

>> x=(1:N) *h;

>> y=f(x);

>> c=h*sum(y) ;

>> endfunction
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Przetestujmy te kwadrature. Na poczatku na jednomianach:

>> prostakw (@ (x) x,0,1)-0.5
>> prostakw (Q(x) x.*x,0,1)-1/3

Wynik jest poprawny. Jezeli zwiekszymy N, to by¢ moze uzyskamy lepszy wynik:

prostakw (@ (x) x,0,1,1000)-0.5
prostakw (@ (x) x.*x,0,1,1000)-1/3

Blad jest na poziomie 10™%.
Dla funkgji klasy C*([a, b]) btad mozna oszacowac przez

b
| f £ dt — Pyf] < 1If'lonjapth = ON),

przy czym dla funkcji f(x) = x w tym oszacowaniu widzimy réwno$¢. Mozna pokazaé, ze dla dostatecznie
gladkiej funkcji zachodzi:

b
f F(O) dt — Pyf = —f'(E)h

a

dla pewnego punktu ¢ € (a, b), a dla bardziej regularnych funkcji

b
f f(©)dt — Pyf = Ch+ O(h?)

dla pewnej ujemnej statej C.

N h En Enx/Ex/o
10 1.00e-01 | 5.17e-02 0.00000
20 5.00e-02 | 2.54e-02 2.03279
10 2.50e-02 | 1.26e-02 2.01653
80 1.25e-02 | 6.28¢-03 2.00830
160 | 6.25¢-03 | 3.13e-03 2.00416
320 | 3.13e-03 | 1.56e-03 2.00208
640 1.56e-03 7.82e-04 2.00104
1280 | 7.81e-04 | 3.91e-04 2.00052

Badanie rzedu kwadratury Py, f dla catki z funkcji F (x) = x? w przedziale [0,1]. Btad Ey = | f01 f —Pxfl
Przetestujmy teraz te kwadrature dla ustalonej analitycznej funkcji f i podwajanych wartosci N, tzn. obliczymy

Pyf dla N = Ny, 2 * Ny, ... i nastepnie policzymy:

Ex _ Cxh+0(h?) _
Ejyq C*%+O(h2)

b
dla By = | [} f(t) dt = Py fl-
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sisWe

N h Ex Enx/Ex/2

10 | 3.14e-01 | 1.65e-02

20 1.57e-01 | 4.11e-03 | 4.00495

40 | 7.85e-02 | 1.03e-03 | 4.00123

80 | 3.93e-02 | 2.57e-04 4.00031
160 | 1.96e-02 | 6.43e-05 | 4.00008
320 | 9.82e-03 | 1.61e-05 | 4.00002
640 | 4.91e-03 | 4.02e-06 | 4.00000
1280 | 2.45e-03 | 1.00e-06 | 4.00000

Badanie rzedu kwadratury Py f dla catki z funkcji f (x) = sin(x) w przedziale [0, ]. Btad Ey = | f: f —Pxfl.

>> N=10; M=8;
>> #c=2; # znana warto$¢ catki
>> e=0;

>> for k=1:M,
kw=prostakw(f,a,b,N);

ep=e;

e=abs (c-kw) ;

[%] e=%g ep/e=%6.5f \n,N,e,ep/e);

printf ("
N*=2;
endfor
N h E;\r E‘\r/EN;Q
10 1.00e-01 | 4.17e-02
20 5.00e-02 | 2.09e-02 1.99085
40 2.50e-02 | 1.05e-02 1.99544
80 1.25e-02 | 5.25e-03 1.99772
160 | 6.25e-03 | 2.63e-03 1.99886
320 | 3.13e-03 | 1.31e-03 1.99943
640 | 1.56e-03 | 6.57e-04 1.99972
1280 | 7.81e-04 | 3.29¢-04 1.99986
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Zadania

1. Uruchomié program GNU octave.
2. Uruchomi¢ program Word (lub inny edytor tekstu).
3. Obliczy¢ catki:

a) fol sin (3x) dx
b) fooo exp (—x?) dx

1 dx
‘) fO x2+1

1
4. Napisz skrypt, ktéry oblicza warto$¢ calki oznaczonej [ = f_ .(Poréwnaj otrzymane wyniki z

1x2+1
warto$cig doktadng 1t /2.)
a) Metoda prostokatow.

Przyblizong warto$¢ catki na przedziale domknietym [a, b], podzielonym na n przedziatéw o dtugosci

b— - .
h = Ta kazdy, oblicza sie stosujac wzér: I = h Y14 f(a + ih). Wykonaj obliczenia dlan = 10,n = 20 i
1
x2+1°

n = 40. Dla powyzszego zadania przyjmij:a = —1,b = 1, f(x) =
b) Metodg trapezéw.

Przyblizong warto$¢ calki na przedziale domknietym [a, b], podzielonym na n podprzedziatéw o dtugosciach

b- h — .
h = Ta kazdy, oblicza sie stosujac wzér: | = 3 (f(a) + 23X f(a + ih) + f(b)). Wykonaj obliczenia
1
x2+1

dlan = 10,n = 20in = 40. Dla powyzszego zadania przyjmij:a = —1,b = 1, f(x) =
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